RADIALE AUSDEHNUNG DES LICHTBOGENSTROMES. I.

e) Die experimentelle Anordnung kann von der
in ! beschriebenen Form sein.

§ 10. Fortsetzung der Untersuchungen

Zur Klarung der in § 7 behandelten Punkte wer-
den numerische Berechnungen durchgefiihrt. Dabei
wird analog zu fritheren Betrachtungen! vorgegan-
gen. Reprasentative Verhaltnisse der ungestorten
irdischen Tages-Ionosphére werden zugrunde gelegt
und dafiir Fehlerfortpflanzung, Ddmpfung, Grenzen
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der WKB-Theorie, weitere Einfliisse von Reflexion
und Kopplung sowie Strahlversetzung untersucht.
Uber die Ergebnisse dieser Arbeiten wird getrennt
berichtet.

Anerkennung

Herrn Professor Dr. W. DIEMINGER, Direktor des
Max-Planck-Institutes fiir Aeronomie, Lindau (Harz),
danke ich fiir die Ermoglichung dieser und der voran-
gegangenen Untersuchungen, fiir stetes Interesse und
bestindige Forderung sowie fiir richtunggebende Dis-
kussionen.

Zur Begrenzung der radialen Ausdehnung des Lichtbogenstromes
durch ein axiales Magnetfeld

I. Problemstellung, Bogenmodell und typische Resultate

O. KLUBER
Institut fiir Plasmaphysik, 8046 Garching b. Miinchen

(Z. Naturforsch. 25 a, 1583—1600 [1970] ; eingegangen am 16. Juli 1970)

In an arc without external magnetic field the current carrying region is identical with the con-
ducting plasma column. This is no longer generally true if the arc is in an axial magnetic field
and if the electrode radius is much smaller than the plasma radius. Radial current components
then produce a rotational motion of the plasma and an azimuthal Hall current, and hence electro-
motive forces which try to suppress the current perpendicular to the magnetic field. In a plasma
with finite viscosity the rotation is determined by the Navier-Stokes equation, which is solved
here for a homogeneous plasma simultaneously with generalized Ohm’s law. The results show
that the plasma rotation is always an essential, and often the dominant, mechanism for guiding
the arc current parallel to the magnetic field lines.

1. Problemstellung

In einer vorangegangenen Arbeit! wurde die
Stromdichteverteilung eines Lichtbogens im Ma-
gnetfeld einer zylindrischen Spule experimentell
untersucht. Es handelte sich dort um eine Anord-
nung, bei der der magnetische Flufl durch beide
Elektrodenquerschnitte der gleiche war; daher
konnte der Bogenstrom von der Anode zur Kathode
flieBen, ohne die Feldlinien des Spulenfeldes zu
schneiden. Es zeigte sich, dafl der Stromquerschnitt
iberall praktisch mit dem Querschnitt der durch
die Wahl der Elektrodenradien ausgezeichneten
magnetischen FluBrohre zusammenfillt, obwohl
die leitfahige Plasmaséule iiber einen betrachtlichen
Teil der Bogenlinge einen erheblich groBeren Quer-
schnitt als diese ausgezeichnete FluBrohre hat. Als
wesentliche Ursache fiir den ,,EinschluB‘‘ des Bogen-
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stroms wurde die Rotationsbewegung des Plasmas
erkannt. Sie fithrt zu einer Potentialverteilung der-
art, daBl das zum Spulenfeld senkrechte elektrische
Feld durch v X B kompensiert wird, und da8 das
zu B parallele elektrische Feld und damit auch die
Stromdichte aufBlerhalb der ausgezeichneten ma-
gnetischen FluBrohre verschwindet.

Ganz wesentlich fir das Funktionieren dieses
Mechanismus ist, ob die Rotation des Plasmas
durch die innere Reibung merklich beeinfluit wird
oder nicht. Das zeigt sich, wenn man die Einstellung
der stationdren Stromdichte- und Potentialvertei-
lung eines Lichtbogens anhand der Gln.

divj=0, (1)
rot E=0, (2)

1. 1 1
?]:‘E—i—vXB—W;JXB‘I'_e—rEvpe’ (3)

1 0. KLUBER, Z. Naturforsch. 24a, 1473 [1969].
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diskutiert. In Gl. (4) (Navier-Stokes-Gl.) ist die
innere Reibung des Plasmas durch den Term D (uv)
beriicksichtigt; dabei ist u die Viskositat des Plas-
mas und D(uv) ein Differentialausdruck zweiter
Ordnung in den Ortskoordinaten von ». Alle an-
deren Grofen haben die bekannte Bedeutung; es
wird das VAcs-System benutzt.

Abb. 1. Schematische Darstellung eines Lichtbogens mit
uberlagertem Magnetfeld.

Die zunéchst betrachtete Geometrie des Bogens
ist in Abb. 1 schematisch dargestellt. Der magne-
tische FluBl durch beide Elektrodenquerschnitte ist
der gleiche, wie es auch im anfangs erwéahnten Ex-
periment der Fall war. Es ist fiir die Einstellung
der Stromdichteverteilung prinzipiell belanglos, ob
die Feldlinien des duBleren Magnetfeldes gekriimmt
sind oder nicht. Dieses Magnetfeld ist als meridio-
nales Magnetfeld mit By, bezeichnet; das gesamte
Magnetfeld ist B = By, + Bg ey Es ist zweck-
méfig, ein der Geometrie der By-Linien angepafBtes
Koordinatensystem mit den Einheitsvektoren
e = By/Bn, ey und e, = e, X e zu verwenden.
Dann ist per def. B, =0. Um nun zu zeigen,
welche stationdre Stromdichteverteilung sich in
einem solchen Lichtbogen einstellt, soll ein Aus-
gangszustand mit j, = 0 betrachtet werden, d.h.
der Bogenstrom soll anfangs genau parallel zu den
By-Linien flieBen. Er soll ferner die Umgebung der
stromfithrenden Bogenséule so stark aufheizen, dall
auch auBerhalb der ausgezeichneten magnetischen
FluBrohre leitfahiges Plasma vorhanden ist. Da
anfangs auch dort das an die Elektroden angelegte
elektrische Feld herrscht, hat der Strom die Ten-
denz, sich iber die durch den Elektrodenquer-
schnitt bestimmte FluBrohre hinaus auszudehnen.
Es wird also an der Anode eine Stromdichtekom-
ponente j, >0 und entsprechend an der Kathode
eine Komponente j, < 0 auftreten. Dieser Ausdeh-
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nung des Bogenstromes wirken aber elektromoto-
rische Krifte entgegen: Nach Gl. (4) versetzt die
azimutale Kraftdichte —j, Bme, das Plasma in
Rotation, deren Drehsinn vor beiden Elektroden
entgegengesetzt ist, und zwar gerade so, dall die
EMK vy By e, nach Gl. (3) — und entsprechend der
Lenz’schen Regel — der Stromdichte j, entgegen-
gerichtet ist. Weiterhin ist nach GI. (3)

g

. _.H
e joBm —0v, Bn =35 — v, Bn.

Jo =
Die durch diese Gl. gegebene azimutale Hall-
Stromdichte j{P fithrt — wieder iber den Hall-
Term — zur HallEMK — oB%j e [e2n?, die
ebenfalls der Stromdichte j, e, entgegenwirkt.

Der stationare Endzustand, der sich unter der
Wirkung dieser beiden elektromotorischen Krafte
einstellt, laBt sich sofort angeben, wenn man die
innere Reibung des Plasmas aufler acht 1aB3t, d.h.
in Gl (4) g = 0 setzt und dadurch zur Eulerschen
Gl. iibergeht. Dann besagt Gl. (4) folgendes: Da der
azimutalen Kraftdichte —j, Bye, wegen der vor-
ausgesetzten Rotationssymmetrie nicht durch einen
Druckgradienten das Gleichgewicht gehalten wer-
den kann, ist (dv/dt) =+ O fir j, +0. Wegen

T =5 TV

folgt daraus noch nicht unmittelbar Ovg/0t + 0.
Zieht man jedoch noch den Energiesatz fiir die
kinetische Energie heran, so ergibt sich, wie an an-
derer Stelle! gezeigt wurde, dall die Arbeit
—9, Bmvg nur zur Erhéhung der Rotationsenergie
fithren kann. Deswegen nimmt in einem als rei-
bungsfrei gedachten Plasma die Rotationsge-
schwindigkeit zu, solange j, + 0 ist. Das stationére
Gleichgewicht ist also dann erreicht, wenn v, so
weit angewachsen ist, dal die EMK vy Bpe, die
Stromdichte j, zum Erliegen gebracht hat. Mit j,
ist dann nach GI. (3) auch der azimutale Hall-Strom
verschwunden, der somit im reibungsfreien Plasma
nur wihrend des Einstellvorganges eine Rolle
spielt.

Fir ein reibungsfreies Plasma gilt demnach im
stationdren Fall j, = 0. Aus Gl. (3) erhilt man dann

1. 1
=B+ v.Bo+ - =Vipe, (3]

1
0=E, +vpBm—v By + ene ViPe (3_L)

Da nun kein Strom die durch die Wahl der Elek-
trodenradien ausgezeichnete magnetische FluB-
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rohre verlaB3t, mull j; aulBerhalb dieser FluBrohre
verschwinden. E; muB} also dort die elektromotori-
schen Krifte v, By und /| pe/ene. kompensieren.
Das dazu erforderliche elektrische Feld ist in den
meisten Féllen klein gegen E| & j;/o innerhalb der
ausgezeichneten FlufBrohre. Gleichwohl ist rot E=0
erfilllt, da B, ~ — vy By sich mit v, tber die
Bogenlinge dndert; v, hat ja vor den beiden Elek-
troden entgegengesetztes Vorzeichen. Bildet man
$ E ds fiir einen Integrationsweg, der teils innerhalb,
teils auBerhalb der ausgezeichneten FluBrohre ver-
lauft, so kompensieren die Beitrige von £, gerade
den Beitrag, den E| innerhalb der den Strom be-
grenzenden FluBrohre liefert.

In einem realen Plasma mit endlicher innerer
Reibung sind demgegeniiber stationidre Zustdnde
mit j, =0 zugelassen. Die von dem zu Bp senk-
rechten Anteil des Stromes am Plasma geleistete
Arbeit — [j, BmvgdV (sie ist positiv, weil vy das
Vorzeichen von — j, hat) kann dann durch die
innere Reibung in Wirme umgewandelt werden;
sie muf} deshalb nicht zur Erh6hung der Rotations-
energie fiithren. Eine stationdre Stromdichtever-
teilung mit j, + 0 wird dann natiirlich auch durch
den Hall-Strom mitbestimmt. Ob ein solcher sta-
tiondrer Zustand eines reibenden Plasmas sich von
dem eines reibungsfreien Plasmas wesentlich unter-
scheidet, hangt dabei nicht nur von den Plasma-
eigenschaften, sondern auch von der Geometrie der
Anordnung ab. Der Einflu der inneren Reibung
des Plasmas muf} sich offenbar dann besonders
drastisch bemerkbar machen, wenn die Elektroden
so angeordnet sind, daf} jede jm-Linie die By,-Linien
schneiden muf}. In einem reibungsfreien Plasma
wiirde dann im Endzustand kein Strom mehr flie-
Ben; das zwischen den Elektroden angelegte elek-
trische Feld wiirde vielmehr vollig durch v X B kom-
pensiert werden. In einem realen Plasma flie3t dage-
gen ein Strom quer zu den magnetischen Feldlinien.

Das Ziel dieser Arbeit ist, quantitativ zu unter-
suchen, wie sich die stationire Stromdichtevertei-
lung eines Lichtbogens in einem duBeren Magnet-
feld in verschiedenen Geometrien bei Beriicksich-
tigung der endlichen inneren Reibung einstellt.
Dazu hat man die Navier-Stokes’sche Gleichung
(4) simultan mit den Gln. (1) bis (3) zu losen. Wegen
der Kompliziertheit des Problems ist das nur unter
vereinfachenden Annahmen moglich. Es wird des-
halb ein Modellbogen in einfacher Geometrie be-
trachtet.
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2. Das Bogenmodell

Den Untersuchungen wird ein Bogenmodell zu-
grundegelegt, das durch folgende Eigenschaften ge-
kennzeichnet ist:

(1) Das duBlere Magnetfeld sei homogen; es habe
nur eine z-Komponente. Dann fallen die im vorigen
Abschnitt eingefiihrten, der Feldgeometrie ange-
palten Koordinaten mit den Zylinderkoordinaten
zusammen, d.h. es ist j, = jr, j; = j,. Das Eigen-
magnetfeld By, e, des Bogenstromes wird vernach-
lassigt: B = (0,0, B).

(2) Das Plasma sei in radialer Richtung unend-
lich ausgedehnt und werde in axialer Richtung
durch zwei ebene Wénde begrenzt, die bei — z¢ und
+ 2o liegen. Auf diesen Winden befinden sich die
Elektroden, die Anode bei —zp, die Kathode bei
+ 20, so dal} j; > 0 gilt. rg und r, seien die Innen-
radien, Rk und R, die AuBBenradien der Elektroden
(vgl. Abb. 2).

v r
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=
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Abb. 2. Geometrie des Bogenmodells.

(3) Das Plasma sei homogen, d.h. Dichte und
Temperatur seien keine Ortsfunktionen. Dann sind
auch Leitfahigkeit und Viskositat ortsunabhéngig;
ferner verschwindet dann ¥/ p.. Weiter wird an-
genommen, daf} in der r—z-Ebene keine Plasma-
bewegung stattfindet, so dafl v = (0, vy, 0) gilt.

Unter diesen Voraussetzungen erhédlt man fiir
Zylinderkoordinaten aus Gl. (3) die Komponenten-
gleichungen

i F g
67r2E7+’UwB—*e;e’]wB, (3r)
1. 1 .

= == d, Be)
1 . E

ol = Lz (32)
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Setzt man Gl. (3¢) die den azimutalen Hall-Strom
angibt, in Gl. (3r) ein, so erhédlt man mit
e2ne Te

g=—,
Me

wo 7e die reziproke StoBfrequenz der Elektronen
ist,

1 .

p= (1 —‘I" (')ezfez)?r = Er —‘I— va)B.
e ist dabei die Gyrofrequenz der Elektronen.

Beriicksichtigt man rot E = 0 (Gl. (2)) in der iib-
lichen Weise durch

E= —gradV

und fiihrt noch
’ — a I
o= + we2 Te2

als ,,Leitfahigkeit senkrecht zu B* ein, so ergibt sich

A

s |4

jr=—a —%7 + ¢'vp B, (3'r)
. av )
Je=—0 4, (3'2)

als Kombination der Gln. (2) und (3r) bis (3z). Ein-
setzen in Gl. (1) liefert dann nach Division durch ¢’
die GI.

18(01} o

r 2 :
r or or o’ 022

o2
r =12 rwB. )

or
Vergleicht man diese Gl. mit der Potentialgleichung

o oV '\2V
r c}( r) = €0Qe,

so sieht man, dafl die elektrische Raumladungs-

AF =

_ I
VO(r,z) = 4nvz{& {|

wobei der Index (0) auf die Annahme vy = 0 hin-
weist und zur Unterscheidung zu der Losung fir
vy =+ 0 dient. Aus GI. (6) 1aBt sich sofort die Strom-
dichte j¥ = — ¢ 0V(©/0z bestimmen. Sie ist, wie
schon anschaulich Kklar ist, bei z = 0 am stiarksten
verbreitert. Dort gilt

s I V(o'[o)z0 (7)

&z z=0 27 (2 (¢']o)20®) "

Die Breite der Stromdichteverteilung j¢* ist somit
durch

'7, — /G, — - 1
=5 %= Yif otra
2 J. RAEDER u. S. WirTz, Z. Naturforsch. 24a, 1433 [1969].

zo)zl i
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dichte g, durch

2 9 02V
€0 Qe = W Tg -

For ro0) B
gegeben ist. Im Fall B = 0 verschwindet die La-
dungsdichte, so da3 E gleich dem an die Elektroden
angelegten elektrischen Feld ist. Im Fall B + 0 wird
dieses Feld durch Plasmarotation und Hall-Strom
verzerrt.

Spezielle Losungen der Gl. (5), ndmlich solche
fir vy = 0, wurden von RAEDER und WirTz?2 an-
gegeben. Nun trifft vy = 0 sicher fir B = 0 zu, da
es dann keine Krifte gibt, die zu einer Rotation des
Plasmas fiithren konnten. Fir B =+ 0 stellt die An-
nahme vy = 0 jedoch eine zusétzliche Annahme
iber die Eigenschaften des Plasmas dar. Sucht man
nach einem Modell, das vy, = 0 liefert, so konnte
man an ein Plasma denken, in dem die Ionenmasse
als unendlich angenommen wird. Dann wird der
elektrische Strom ausschlieBlich (und nicht nur
iberwiegend wie im Plasma mit Ionen endlicher
Masse) von den Elektronen getragen und vom
Magnetfeld nur iiber den Hall-Term beeinflu3t. Im
Hinblick auf die Stromverteilung verhéalt sich ein
solches Plasma also wie ein festes Metall. Das Mo-
dell des homogenen, reibend rotierenden Plasmas
entspricht demgegeniiber einem fliissigen Metall.
Der Vergleich der Losungen fiir vy = 0 und vg + 0
liefert einen Einblick in die Rolle der Ionenbewe-
gung fiir die Einstellung der Stromdichteverteilung.
Er laft sich am einfachsten fiir punktformige Elek -
troden durchfiihren. Befinden sich diese bei (0, — z¢)
und (0,z0), so lautet die Losung der Gl. (5) fiir vy =0

-1/2)

1)2 ’
—!rz—{—gg (z — 20)2 E (6)

charakterisiert. Mit der Verteilung (7) sollen spé-
tere Resultate verglichen werden.

Fiir rotierendes Plasma hat man Gl. (5) simultan

mit der @p-Komponente der Navier-Stokes-Glei-
chung (4) zu losen. Um diese Gleichung zu erhalten,
muB man den verallgemeinerten Drucktensor be-
trachten, in dessen Komponenten Reibungsterme
der Form gy 0v;/0x; auftreten. Die Viskositits-
koeffizienten u, hingen dabei von den Plasma-
eigenschaften und den Richtungen der Bewegung
und des Impulstransports relativ zum Magnetfeld
ab. Da die Viskositit des Elektronengases stets
klein gegen die des Ionengases ist, ist die Viskositét
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des Plasmas praktisch mit der der Ionenkompo-
nente identisch. Solange das Produkt aus der
Ionengyrofrequenz »; und der freien Flugzeit t;
der Tonen klein gegen 1 ist, ist das Plasma praktisch
isotrop. Die Viskositét ist dann

p=ntikT.

Fir Bewegungen senkrecht zu B ist die Viskositét,
wenn sich die Geschwindigkeit parallel zu B dndert,
nach BRAGINSKY 3 durch
u = u P (0iti),
1 fir wft? < 1,
P’ (wi Ti) =

. 2 9
Bl fir ity > 1
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gegeben. (Die explizite Form fir P’ findet sich
ebenfalls bei Braginsky, soll aber hier nicht ange-
geben werden.) Fiir Bewegungen senkrecht zu B
bei denen sich die Geschwindigkeit auch senkrecht
zu B éandert, ist, ebenfalls nach Braginsky, die
Viskositat

lu" =ﬂP,'(wiTi), P”((l)iTi) = P'(2(Ui‘[i).
Fiir wftf > 1 ist somit u”' = u’/4. Unter Benutzung
der beiden Viskositdten x4’ und p'’ erhélt man in
Zylinderkoordinaten fiir die @-Komponente der
Navier-Stokes-Gleichung den Ausdruck4

Setzt man Gl. (37') fir jr ein und dividiert durch "', so folgt

Kl [ 12 W &g
or

Die GIn. (5) und (8) beschreiben die stationire
Potentialverteilung V (r,z) und die stationdre Ro-
tationsbewegung v (r,z) in einem Plasma mit end-
licher innerer Reibung. Kenntnis dieser beiden
Groflen gestattet dann die Bestimmung der Ver-
teilung (jr,0,7;) des Bogenstromes nach den Gln.
(3'r) und (3'z). Die Randbedingungen fiir ¥ und v,
sind dabei die folgenden: Das Potential ist auf den
Elektroden konstant und verschwindet fir r—oo.
Die z-Komponente j, = — ¢ 0V [0z der Stromdichte
verschwindet in den Ebenen z = — zp und z = zp
auller auf den Elektroden selbst. Die Rotations-
geschwindigkeit verschwindet fir r =0, r —oo
und z = + z9, und zwar aus folgenden Griinden:
Fir r = 0 muBl vy = 0 gelten, weil sonst die Rei-
bungskraftdichte, ndmlich der Term u" vg/r2, di-
vergiert. Fir r —oo muf} vy verschwinden, weil sonst
die kinetische Rotationsenergie /2 fvf, dV diver-
giert. Das Verschwinden an den Berandungen
z = 4+ z¢ ist zu fordern, wenn aulBler der inneren
Reibung des Plasmas sinnvollerweise auch die Rei-
bung des Plasmas an der Wand beriicksichtigt wird.
Diese beeinfluit die Rotationsgeschwindigkeit na-
tirlich ganz wesentlich, denn es konnen auch in
reibenden Medien reibungsfreie Bewegungen auf-
treten. Setzt man z.B. den Ansatz v,=const r z in
Gl. (8) ein, so erhilt man

3 S. I. Braginsgy in: M. A. LeontovicH: Reviews of
Plasma Physics, Vol. 1, Consultants Bureau, New York,
[1967].

4 nach einer privaten Mitteilung von S. WirTz.

;o o)+t Gt —

, 01 9o , 02 :
or | r or (rvw)] K Pz; =—jrB.
o’ B2 o' B oV
7';11” vq) —t = 7}‘7//7767‘ . (8)
o1 9@ L) oV
or ’r"a?(”w)} 0, a2 =05 =vB.

Nur ist eine solche Bewegung nicht mit den Rand-
bedingungen vertriaglich: v, verschwindet nicht an
den Winden z = 4 2p und nicht fir r —>oo.
(Wiirde man das Plasma auch in radialer Richtung
durch eine zylindrische Wand begrenzen, so wire
auch dort das Verschwinden von v, zu fordern.)

Die raumliche Verteilung der Rotationsge-
schwindigkeit und damit auch die auftretende Rei-
bungskraft héingt somit ganz wesentlich von der
Geometrie des Bogens ab. Nun gibt es eine charak-
teristische Lénge, die ein Mal fir den Einflul der
inneren Reibung auf die Stromdichteverteilung dar-
stellt. Nach Gl. (8) ist ndmlich die innere Reibung
iiberall dort vernachlissigbar, wo

d " ’ B2
NI -
ist, weil dann nach Gl. (8) ndherungsweise vy B =
0V /0r gilt und das Plasma damit praktisch reibungs-
frei ist. Die durch die obige Beziehung definierte
GroBe a hat, wie man sofort sieht, die Dimension
einer Lénge. Setzt man nun den Differentialaus-
druck in dieser Beziehung gleich vq/b2, so mul} b
(wie sich durch Koordinatentransformation zeigen
laBt) mit VergroBerung der Bogenabmessungen
(Elektrodenradien und -abstand) wachsen. Der Ein-
flul der inneren Reibung wird also gering sein,
wenn @ hinreichend klein gegen die geometrischen
Bogenparameter ist. Die charakteristische Léinge a



1588 0. KLUBER

ist aber in den praktisch interessierenden Fillen meistens sehr klein. Unter Benutzung der Defini-
tionsgleichungen fiir ¢, ¢’ und w', u” erhdlt man namlich

”\1/2 < TS 1/2
a = (E” ) / = P"12(1 4+ we2 7,2)1/2 (ﬁi@ek T> b

NeTee2 B2
oder, mit ne = Zni, 1= (mj/me)l/2 Te/y—2'Z2 ,

2 my

1/4
a = P12 1+ we? 192)1/2Z‘3/2 (79‘ E_) Tge, ?
e

wo rge der Gyroradius der Elektronen ist. Daraus ergeben sich die Grenzfille

[\ 1/4
a=7-92(5 ") e fiir o <1, (9a)
2 my\1/4
a =732 (5 g—?) Je fir we27e2> 1, aber wi212<L1, (9b)
e
3 \1/2(2 my\l/4
a =272 (§~0—) / (3 ;"n;) rgi  fir w212>1. 9c)

Dabei sind Ae die freie Wegldnge der Elektronen
und rg; der Gyroradius der Ionen. Abb. 3 zeigt als
Beispiel den Verlauf von a als Funktion von B fir
ein Wasserstoffplasma mit einer Elektronendichte
von ne = 3 - 1015 cm~3 und der Temperatur 7' =
105°K, also fiir Plasmaparameter, wie sie fiir eine
Bogenentladung in einem Magnetfeld typisch sind.
Der Verlauf der Asymptoten hingt nach den Gln.

0% 102
[cm]
10
1
‘ 452,
10t 107
45 Tge
102 10?
|
|
|
|
]0'31 10-3
1 10 102 103 104 B [G] 105
[102 1077 1 10 102 w,Te
I 1073 1072 1077 1 w10

Abb. 3. Die fiir ein reibend rotierendes Plasma charakteristi-

sche Linge a als Funktion von B fiir ein Wasserstoffplasma

mit der Elektronendichte ng=3:10'>cm—3 und der Tempe-

ratur 7=10%°K. Die drei Geraden 4,5 rge, 4,5 ¢ und

1.75 rgi entsprechen den durch die Gln. (9 a), (9b) und (9 c)
gegebenen Grenzfillen.

(9a) und (9¢) nur von Bund 7 ab: rge, rgi ~ T1/2/B.
VergroBerung der Dichte verschiebt nur den Be-
reich, in dem der Ubergang zwischen beiden
Asymptoten erfolgt, zu hoheren Werten von B. Die
Lage dieses Ubergangs ist nach Abb. 3 durch die
Gerade (9b) gegeben.

3. Losungen der Plasmagleichungen

Es wird jetzt das System (5), (8) der Differential-
gleichungen fir V(r,z) und vg(r,z) gelost. Dazu
werden die dimensionslosen Koordinaten

o=rla, (=z[z
und die dimensionslosen GroBen V und @ durch

vy = (Vola B)w

A~

V="V,

eingefiihrt. Uber die Konstante Vo wird spéter ver-
fiigt. Einsetzen in die Gln. (5) und (8) liefert

L[er 180, o 1 @7 1rew @
a2 | dg? o 9o 6’ 22 002~ a2| dp o]’
1 [ 1 3% w
a? |3 " o 8 o2
PN S B4
uozp2 o2 az az 9o’
oder, mit
o’ [20\2
D | B
=2 (2), (10)
2—. ‘L‘/I/V ?0 2
Ao
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die GIn

eV 1V 1 @V |

T o TR T "% T (12)
e toam w1 ek . av
Tt gty ¥= g 13

Der Vergleich dieser beiden GIn. mit der Bessel-
schen Dgl.

Ry 1Ty [,
T T T (B I =0.
legt den Ansatz

f’(Q,C)—Jo(kO)f(C),
0,8) = J1 (ko) g(2)

nahe. Dabei sind Jo (ko) und J (ko) die Bessel’schen
Funktionen nullter und erster Ordnung. Setzt man
diesen Ansatz in die Gln. (12), (13) ein, so erhélt
man unter Benutzung von

eJo oJy

dke) — T 1 Ak
und nach Substitution der Bessel’schen Gl. die Gln.

+k9 Jo

\ 1 &y
—kfJo+ g Jogpr =kJ og,

: 1 02g
—(1+k )9J1+;§J1'§§=k=71f-

Der Ansatz separiert also das Problem. Aus den mit
Hilfe dieses Ansatzes gewonnenen Partikular-
losungen lassen sich allgemeine Losungen als Inte-
graldarstellungen nach Bessel-Funktionen auf-
bauen. Es ist jetzt noch das System

fll _ kZBZf — kﬂZg’
— (1 + k%) y2g =ky2f
zu losen. Dabei bedeuten die Striche Ableitungen
nach {. Dieses System la3t sich durch Umwandlung

in zwei Dgln. vierter Ordnung entkoppeln. Diese
lauten:

f”"—[y2+k2 B2+ 01"+ ByRkef =0,
Ty R+ yA)]g + FRyR g =0,

f und g gehorchen also derselben Dgl. vierter Ord-
nung. Setzt man zur Abkiirzung

v+ k(B2 + Y =2p,
B2yiki=gq

so fithrt der Ansatz f, g = exp (4 {) auf
M—2pA24+q¢=0

(14)
(15)

(16)
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bzw. -
[1 = l/l pz}
Nun ist
q l ﬂ2 )/2 k4
P2 T 4 [+ (Bt )k =1 (17)
Somit hat Gl. (16) die vier reellen Losungen
11 =Vpll +y1—q/p?,
=pll — Y1 —q/p%,
13:—11, A= —Aa.

Wie sich zeigen wird, ist es zweckmifBig, die Ex-
ponentialfunktionenexp (11 {),exp (— 41 ) ete.durch
die Hyperbelfunktionen zu ersetzen und diese durch
ihre Werte bei { = 1 zu dividieren. Damit erhilt
man

. sinh 4; ¢ cosh ;¢
1) =41 “sinh 41 1" cosh 41
sinh A2 & cosh A2l
+ 42 sinh A3 +B 2 "cosh Ag
B sinh 4; ¢ cosh 41§
00 =07, + D1y,
sinh 29 ¢ cosh A2
+ Oz sinh g 2 cosh Az *

Die acht Koeffizienten A1, ..., Dy unterliegen zu-
nichst einmal der Bedingung, daB f({) und g¢({)
auch Losungen des gekoppelten Systems (14), (15)
sein miissen. Setzt man f und ¢ in diese Gln. ein, so
findet man wegen der linearen Unabhéngigkeit der
Summanden in f und g die Beziehungen

(A% —k2B2) A1 =k p2C,
[].12 — (1 + k?2) yz] C1= ]CyzAl

und analoge Beziehungen fiir die drei anderen Ko-
effizientenpaare (A42,C3), (B1,D1) und (Bg,Ds).
Bildet man die Determinanten dieser Gleichungs-
systeme, so erhélt man fiir diese A1, — 2p A1, + ¢.
Nach GIl. (16) verschwinden die Determinanten.
Die Gleichungssysteme fiir die Koeffizientenpaare
haben also eine einparametrige Schar von Loésun-
gen, d.h. durch die Beriicksichtigung der Kopplung
werden vier der acht Koeffizienten eliminiert. Die
weiteren Bestimmungsgleichungen werden durch
die Randbedingungen geliefert.

Die Rotationsgeschwindigkeit soll fir z = + zo,
bzw. fir { = + 1 verschwinden, und zwar unab-
hingig von der speziellen Form der Elektroden.
Das ist nur dann gewéhrleistet, wenn alle Partiku-

liarlosungen Ji(k p) g (k,C) fir { = 4 1 verschwin-
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den. Somit ist ¢ (k,1) = 0, g(k, — 1) = 0 zu fordern, woraus

g1)=C14+Co+ D1+ Dy =0,

g(—1)=—0C1—Ce+ Dy + D=0,

oder Oy = — €y = — C, Dy = — D; = — D folgt. Somit ist

_Sinh Aol

" sinh A

( cosh M
cosh Az

cos cosh As
coshi; )

Da die Verhéltnisse 41/C1, A3/C2 ete. durch die Kopplungsbedingungen gegeben sind, ergibt sich daraus

weiter
1 sinh A; & 1 sinh A2
—1.820 [ . Ao 1
f(C)_’k'BC(h?—kzﬂz sinh/; ~ A2 — k22 sinh s )
1 cosh A; 1 cosh A2 ¢
e+ L. B
+EB2D (5 1o ooshdy — FF— FEFT cosh s )

Die Funktionen f(k,{) Jo(kp) und g(k,8) J1 (ko)
sind Partikuldrlosungen des Systems (12), (13),
wobei g¢g(k,{) Dbereits den Randbedingungen
(& = 4 1) = 0 geniigt. Da Jg (ko) und J1 (ko) fiir
0 —oco verschwinden und auflerdem J;(0) = 0 gilt,
erfilllen die Partikuldrlosungen auch schon die
Randbedingungen beziiglich ¢. Es gibt jedoch of-
fensichtlich keine Partikuldrlosung derart, daBl V
und 0V/0{ ~ j, das fir { = 4 1 vorgeschriebene
Verhalten haben. Das kann nur von der allgemeinen
Losung geleistet werden, die als Integraldarstellung

V(0,0) = [k, 2) Jo (ko) k dk,

g T8

w(p,l) = Jg(k, 0) J1(ko) kdk

angegeben werden kann. Dabei sind die in den
Funktionen f und g auftretenden Koeffizienten C'
und D ebenfalls als Funktionen von k aufzufassen.
Diese Funktionen C'(k) und D (k) sind jetzt so zu
bestimmen, daAB V auf den Elektroden konstant
ist, und dal 0V/df in den Ebenen { = 4 1 auler-
halb der Elektroden verschwindet. Dieses gemischte
Randwertproblem fiithrt im allgemeinen zu Inte-
gralgleichungen fiir C'(k) und D (k); es vereinfacht
sich jedoch, wenn man Elektroden ohne radiale Aus-
dehnung, d.h. Punkte oder Kreislinien betrachtet.

oo

_y (o
o |e=—1~ ) O |¢=
0
a7 | B of
T p==1 ) O je=1

0

In diesem Fall ist die Bedingung, da@3 ¥ auf den
Elektroden konstant sein muf}, wegen der Rota-
tionssymmetrie trivialerweise erfiillt. Dann laBt
sich das Problem geschlossen losen. Dieser ganz er-
heblichen mathematischen Vereinfachung wegen
werden die folgenden Untersuchungen zunichst auf
diesen Fall beschrinkt. Aus der Diskussion der
Resultate lassen sich aber schon Riickschlisse auf
das Verhalten von Lichtbogen mit Elektroden end-
licher radialer Ausdehnung ziehen.

Fir radial nicht ausgedehnte Elektroden (r; =
Rk, 7a = Ra) muB die Stromdichte und damit auch
6ﬁ/6&' auf den Elektroden den Charakter einer
o-Funktion haben. Sei gy = Ra/a der reduzierte
Radius der Anode, pg der reduzierte Radius der
Kathode, so lauten die Randbedingungen fiir
punkt- oder kreislinienférmige Elektroden

£
oV

— B ey = Sle—ea),
ov

T o =1 0(0 — 0xk)-

Wiéhlt man nun fiir die §-Funktion die Darstellung 5
0(0 — o) = [Jo(k o) Jo(koo) k Ok,
0

so erhilt man

Jolko)kdk = [Jo(koa)Jo(ko)kdk,
0

Jo(ko) kdk = [Jo(kox) Jo (ko) kdk.
0

5 Vgl. z.B. A. SoMMERFELD : Vorlesungen tiber theoretische Physik, Bd. VI, Springer-Verlag, Berlin 1947.
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Da diese Beziehungen fiir alle g gelten, miissen in beiden Gln. die Integranden auf beiden Seiten gleich
sein. Diese beiden Gln. sind somit Bestimmungsgleichungen fiir C'(k) und D (k). Durch Einsetzen von

df/e an den Stellen { = — 1 und { = 1 erhélt man nach einigen Umformungen die Losung
R - 7o — k22 smhllz_ 2 2pe) smhlgé’
Ple.)= — 1 [Tolke) | (o thew) + Tallga)) g1 sithhs — 720 i
o SAV T2 k2 BR) Ay otgh A, — (AT — K2 P2) Apctgh ds
(Ae? — 2 B?) ?F’fhhlic — (M2 — k2 2) COShh}‘; C] (18)
Jo(kox) — Jo(k e - g0 A k
+ ((Jo(kgr) — Jo(koa))- (322 — K2 %) Ay tgh Jx — (2% — F2 ) 7 tgh
und daraus weiter
o {(,‘112 — k262) (Ae2 — k2 2) (Elglhl; £ 'Siéhﬁij :)
)= —3[ 555 J1lko) | — 4 smhA2 ' (Jo(k Jo(k
w(QC) 20‘ kﬂ2 1( Q) ( . —kzﬂz)hctghh (}»12—~k2ﬂ2)}.20tgh12 ( 0( QK)+ 0( QA))
cosh 4; ¢ cosh Ao 19
(4% — B ) Chet — KB 55 ( cosh 4 o e

T (Ae® — k2 2) Ay tgh Ay —

Aus Gl. (18) lassen sich durch Differentiation die
GroBen — oV | 3o ~ Erund — AV | 30 ~ E, = j,/o
bestimmen. Infolge der Annahme o = const ist
— 0V | o auch zu j, proportional.

Die GIn. (18) und (19) sind die exakten Losungen
des Systems (12), (13) fiir den Fall radial nicht aus-
gedehnter Elektroden. Wegen der Kompliziertheit
der Integrale wurde die Auswertung der Gln. (18)
und (19) maschinell durchgefihrt. Bevor einige
typische Resultate présentiert werden, soll auf
einige allgemeine Eigenschaften der Losungen hin-
gewiesen werden.

(1) Normeerung

Die gewihlte Darstellung der §-Funktion ist so
normiert, daf

Jole—ex)ede=1, [d(e—ea)ede=1

0 0
gilt. Da — 3V | ¢ an den Elektroden in diese o-
Funktionen iibergeht und da der Gesamtstrom
durch jede Ebene der gleiche ist, gilt fiir alle {

= aF
—Of o @ do=1. (20)

In den urspriinglichen Koordinaten gilt entspre-
chend

27 [j,rdr=—2n0 | -%Z-rdr: I,

0 0
wo I der Bogenstrom ist. Vergleich dieser beiden
Gln. liefert fir die noch nicht bestimmte Kon-
stante Vo den Wert
ZoI

2na2c °

Vo= (21)

- (A2 — k2 B2) Zatgh As

_coshp ) (Jo(kox) — Jo(koa)) | kdk.

(2) Konvergenzverhalten

GemiB den Randbedingungen divergiert v | 8¢
in den Ebenen { = 1 und { = — 1 bei den Radien
ok und g4. Durch Entwicklung der Integranden in
(18) und (19) nach groBien k 1Bt sich zeigen, dall
an diesen Stellen auch ¥ und oV | d0 dlvergleren
wie es auch physikalisch sinnvoll ist. Auch  ist in
den Ebenen { = + 1 fiir p = px und p = 0A sin-
gulir. Das folgt wegen der Singularitit von 0V | do
an diesen Stellen aus G, (13). Aus der Entwmklung
der Integranden von 7, aV| dp, ov | 0 und @
nach groflen k laBt sich ebenso zeigen, dafl diese
Funktionen iiberall mit Ausnahme der Elektroden
regulir sind, sowie, daB auch V und @ ebenso wie
die Partikuldrlosungen fir p—>oco verschwinden.
Die Entwicklung der Integranden in (18) und (19)
nach groBlen k liefert ferner Abschéatzungen dafiir,
bei welchem Wert Zcmax die Integration abgebrochen
werden darf. Da ¥ und die Ableitungen von V fiir
0=p4a, { = —1und g = gk, { = 1 divergieren, ist
kmax bei festem ¢ um so groBer, je groBer | £ | ist.
Weiter folgt aus den Eigenschaften der Bessel-
Funktionen, da} kmax bei festem { um so groBer ist,
je groBer o ist. Einen einfachen Test dafiir, ob kmax
hinreichend groBl gewéhlt wurde, liefert die Nor-
mierungsbedingung (20). Danach muB fir hinrei-
chend grofle p*

v
t—J (=% )ede=1-Fen <1 @

gelten. Dieser Test wurde immer durchgefiihrt. Eine
Verletzung dieser Beziehung konnte stets durch
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VergroBerung des Wertes kmax, bei dem die Inte-
gration iiber k abgebrochen wird, behoben werden.

(3) Symmetrieeigenschaften

Ein symmetrischer Lichtbogen liegt vor, wenn
ok = 04 ist. In diesem Fall verschwinden jeweils
die zweiten Terme der Gln. (18) und (19). Aus den
Symmetrieeigenschaften der Funktionen sinh x und
cosh x folgen dann die Symmetrieeigenschaften

Vie,— &) =— V(e,0),

s =
oV Voo

7éé7 (Q,-C) W(Q: é))
oy ov

o 0 —=0=+7% (0

¥V, oV /2o und # verschwinden somit in der Ebene
{ =0. Ebenso verschwindet dort 02V/c(2, d.h. in
der Mittelebene der Anordnung ist die zu oV/d
proportionale Stromdichteverteilung am breitesten.
Alle diese Eigenschaften sind auch von der An-
schauung her zu erwarten.

0.KLUBER

(4) Parameter der Losungen

Die Losungen (18) und (19) hingen von den vier
Parametern g4, gk, f und y ab. Die Abhingigkeit
dieser Parameter vom Magnetfeld und den Plasma-
parametern soll jetzt diskutiert werden, um An-
haltspunkte fiir die Auswahl charakteristischer
Werte dieser Parameter zu gewinnen.

oa und gk sind die durch a dividierten Elektroden-
radien. Da a ein Mal fiir die Verbreiterung der
Stromdichteverteilung ist, ist zu erwarten, dafB3
wesentliche Unterschiede zwischen punkt- und
kreislinienférmigen Elektroden nur fiir g4, og > 1
auftreten. Da @ monoton mit B abnimmt (vgl.
dazu Abb. 3), nehmen g4 und gg monoton mit B
zu, d.h. der EinfluB der Elektrodengeometrie ist
in den elektrodenfernen Gebieten um so groBer,
je groBer das Magnetfeld ist. Das entspricht dem,
was man von der Anschauung her erwartet.

In die Parameter $ und y geht der halbe Elek-
trodenabstand zg ein:

AT,
T o \al T 14 we2te ar)’

’” 9
I il z,O,)‘
P 2T,

(10)

2 (11)

Fir f§ erhélt man unter Zuhilfenahme der Gl. (9a) bis (9¢) die asymptotischen Ausdriicke

9 me\1/4 2z
—73/2 ,,79) 0
p=2 (2 mj Tge

9 mi\1/4 29 1
D [ .
ﬂ Z <2 me)

Ae WeTe

B=1273" (,, S

3

mi

f wichst demnach fiir we27e2 < 1 linear mit B an, ,,2

nimmt fiir den Fall (10b) wie 1/B ab und erreicht
fir w;27;2 > 1 einen von B unabhingigen asym-
ptotischen Wert. Somit hat f als Funktion von B
ein Maximum ; aus Gl. (10) findet man, dal} dieses
Maximum bei wete = 1 liegt. Abb. 4 zeigt f als
Funktion von B fir ne = 3 - 1015, T' = 105°K, also
fiir dieselben Plasmaparameter, fiir die der in Abb. 3
gezeigte Verlauf von a (B) berechnet wurde. Der
halbe Elektrodenabstand wurde fiir Abb. 4 mit
z0 = 5,55 cm gerade so gewihlt, daBl f =1 fir
wi212 > 1 wird. Fir B = 10 G ist ebenfalls § = 1.
Fiir dieses Magnetfeld ist we27.2 € 1. Das Maxi-
mum von f betragt 8,15 und liegt bei B = 160 G.
Das Regime B > 10 G umfaflt also die drei Fille
der Gln. (10a) bis (10c). f andert sich in diesem
Bereich um weniger als eine GroBenordnung.

fir wez Tez < 1,

fir we27e2> 1,aber w272 €1,

10\1/2 9)1/4 me)3/4 2
J RN G R

(10a)
(10b)

fir wi272> 1. (10¢)

10?

10 110

107 ) !
1 10 102 103 104 B(G] 103
[102 107 7 10 102 weTe |

[ 107 102 107 i e 10|

Abb. 4. Die Parameter f und y als Funktion von B fir

ein Wasserstoffplasma mit der Elektronendichte ne =

3 - 1015 cm—3 und der Temperatur 7 = 105 °K. Der Elek-

trodenabstand wurde mit 2 zp = 11,1 cm so gewihlt, daB

p = 1fir of 7{ > 1 gilt.
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Das Verhalten von y ergibt sich unmittelbar aus
Gl (11). Fir wi?7;2 € 1 ist p” = p’ und somit
y = zola, fir w272 > 1 ist u’'/u’ = 1/4, also
y = zo/4a. y wichst somit monoton mit B, und
zwar fir we27e2 € 1 und fir w;27;2 > 1 linear mit
B. vy ist ebenfalls in Abb. 4 als Funktion von B fiir
die gleichen Plasmaparameter wie bisher aufge-
tragen.

4. Typische Resultate fiir einen zwischen
Punktelektroden brennenden Bogen

Fir Punktelektroden héngen die Losungen (18),
(19) nur von den beiden Parametern g und y ab.
Dieser Fall ist deshalb der iibersichtlichste. Er ge-
stattet zudem einen Vergleich mit den Verhaltnissen
in einem Plasma mit unendlicher Ionenmasse, in
dem die Verbreiterung der Stromdichte allein durch
den Hall-Effekt bestimmt wird. Die obigen Dis-
kussionen des Verhaltens von f und y als Funk-
tionen von B legt nahe, die vier Fille we27e2 < 1;
We2Te2 = 1; o272 > 1, aber w212 €1;
we2Te2 > 1 und w272 > 1 zu betrachten. Fir die
bisher zugrunde gelegten Plasmaparameter ne =
3:101%5 ecm—3, 7' = 105°K werden deshalb die vier
in Tab. 1 aufgefithrten Werte von B gewihlt. Diese
Tabelle enthélt auBerdem f und y fir z9 = 5,55 cm.

Die Abb. 5a bis 5d zeigen die Stromdichte j, in
der Mittelebene z = 0 des Bogens, wo die Strom-
verteilung am stérksten verbreitet ist, fiir die in
Tab. 1 angegebenen Magnetfelder und fiir den
Elektrodenabstand 2z9 = 11,1 cm. Der Bogen-
strom wurde zu I = 1 kA angenommen. Zum Ver-
gleich wurden in dieser Abb. fiir denselben Bogen-
strom die aus Gl. (7) berechneten Stromdichten
79(0) aufgetragen. Am rechten Rand jeder Abb.
ist auBerdem eine E.-Skala angebracht. Unter der
Abszisse sind jeweils drei ausgezeichnete Radien
eingetragen: r = a, wo a die durch Gl. (9) definierte
fir ein reibend rotierendes Plasma charakteristische
Lange ist, ferner r = 2 2’o, wo 2’0 = 20/)/1 + we2 Te?
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ist. Die Stromdichte j{”(0) ist bei » = 2 2’y nach
Gl. (6) auf ein Achtel des Achsenwertes abgefallen.
Vergleichshalber soll der Radius b durch

72(bs 0) == %72(07 0)

definiert werden. r = b ist ebenfalls auf der Ab-
szisse eingezeichnet. Die Stromdichteverteilungen
fir den zehnfachen Elektrodenabstand, ndmlich
fir 2 zg = 111 e¢m, sind in den Abb. 6a bis 6d dar-
gestellt.

Es fillt auf, daB j, in einigen Féllen fir groBere
Radien auch negative Werte annimmt; besonders
deutlich ist dies auf den Abb. 6¢ und 6d zu sehen.
Es konnte sichergestellt werden, daB3 derartige Ver-
laufe von j, nicht auf Ungenauigkeiten der Rech-
nung beruhen. Bezeichnet man mit r; den Radius
des Nulldurchgangs von j;, so ist

1
2nszrdr> 1
0
jedoch fur r* > r; wieder
re r*
2nszrdr<1, I—2nszrdr<1
0 0

in Ubereinstimmung mit Gl. (22). Eine Erklarung
fur das Auftreten negativer j,-Werte wird anhand
weiterer Resultate gegeben.

Der Vergleich der acht Stromdichteverteilungen
jz in den Abb. 5a bis 6d untereinander ergibt, dafl
ihre Breite b bei festem Elektrodenabstand mit
wachsendem Magnetfeld abnimmt, wie auch nicht
anders zu erwarten. Der Vergleich mit den ent-
sprechenden Verteilungen j{”) zeigt, daB der Bogen-
strom im rotierenden+Plasma immer erheblich, in
manchen Fillen ganz wesentlich starker auf die
Achsenumgebung konzentriert ist, als im nicht ro-
tierenden Plasma. Will man die Abweichungen
quantitativ erfassen, so bieten sich zwei Groen als
MaB an, ndmlich das Verhiltnis j,(0)/5{” (0) der
Achsenwerte und das Verhéltnis b/2z¢ der Achtel-
wertsbreiten. Diese Grofen sind in den Tab. 2 und 3
aufgefihrt.

B a wit? it} B Y
[em] (z0 = 5,55 cm) (z0 = 5,55 cm)
10G 5,55 4-10-3 <1 1 1
160 G 0,475 1 <1 8,15 11,5
1kG 0,317 40 4,5-10-2 2,91 174
30kG 2,85+ 102 3,6 - 104 40 1 100

Tab. 1. Auswahl typischer Werte fur das Magnetfeld.
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Abb. 5a bis 5d. Stromdichten j, im rotierenden Plasma (ausgezogene Kurven) und j{” in nicht rotierendem Plasma (ge-
strichelte Kurven) in der Mittelebene eines zwischen zwei Punktelektroden brennenden Bogens. Wasserstoffplasma,
ne = 3 - 1015 cm—3, T = 1015 °K. Elektrodenabstand 2 zp = 11,1 cm. Die Werte fiir B sind die in Tab. 1 angegebenen.
Die Skala am rechten Rand gibt die zugehorigen E,-Werte an. Auf der Abszisse sind die charakteristische Lange a, die
Achtelwertsbreite 2 z; fiir j” und die Achtelwertsbreite b fiir j, angegeben. Der Bogenstrom betrigt 1 kA.

20 = 5,55 cm 20 = 55,5 cm z0 = 5,55 cm z0 = 55,5 cm
B B 72(0)/72 (0) B 72(0)/787(0) B b/2z0 B b/2z
10G 1 2,2 10 6,1 10G 0,70 10 0,42
160 G 8,15 5,8 81,5 47,7 160 G 8,15 0,43 81,5 0,15
1kG 2,91 3,0 29,1 20,2 1kG 2,91 0,62 29,1 0,24
30kG 1 2.2 10 8,8 30kG 0,72 10 0,38

Tab. 2. Achsenwertverhéltnis j;(0)/5{” (0) der Stromdichten

in rotierenden und nicht rotierenden Plasmen.

Aus den Tab. 2 und 3 geht hervor, dall die Abwei-
chung zwischen rotierendem und nicht rotierendem
Plasma umso groBer ist, je grofler § ist. § ist also

Tab. 3. Verhéltnis b/2 zg der Achtelwertsbreiten der Strom-

dichten in rotierenden und nicht rotierenden Plasmen.

ein MaB fiir die relative Rolle der Rotation des
Plasmas: Fir f > 1 ist die Rotation der dominie-

rende Mechanismus fiir die Konzentration des



RADIALE AUSDEHNUNG DES LICHTBOGENSTROMES. I.

10-10°¢

3k

~

o, ) 80 rpem) 120
22,
Abb. 6¢
_A., 0,15
cm
40 2,=555cm v
B =1kG cm

B=291,5=17

005

D
Ja 2 " 4 6 ] 10 r[cm]
F 225 17.8 cm

1595
H
Abb. 6b
;,‘;,-7 1510°
2,=555cm
P B=1606 v
p=815, =15 e
3 1-107
2
05107
1
o — - T ——— =
_la N 10 20 30 rfem] 40
=t 225 78,4 cm
A Abb. 6d
cm _V'
cm
210°
2,=555cm
B =30kG 60
p=10; y = 1000
15109 50
0
10
30
20
5107}
‘o 10
—~ “’i’\
0 i el T
-, 02 04 06 r[cm) 0.8

Abb. 6a bis 6d. Stromdichten j, im rotierenden und j¢® im nicht rotierenden Plasma in der Mittelebene eines zwischen
Punktelektroden brennenden Bogens. Elektrodenabstand 2 zp = 111 cm. Plasmaparameter, Magnetfelder und Bogen-
strom wie in Abb. 5a bis 5d.

Bogenstromes auf die Achsenumgebung. Fir § ~ 1
unterscheiden sich Achsenwerte und Achtelwerts-
breiten der Stromdichten nicht um GroéBenordnun-
gen. Nun ist § zu zo proportional. Das bedeutet, daf3
die Rotation bei sonst festgehaltenen Parametern
eine um so gréBere Rolle spielt, je groBBer der Elek-
trodenabstand ist. Daf3 das zu erwarten ist, wurde
in Abschnitt 2 bereits ausgefithrt. Entsprechend
dem hier zugrundeliegenden Bogenmodell befinden
sich die Elektroden auf festen Winden, an denen
vy verschwindet. Die bremsende Wirkung dieser
Winde macht sich natiirlich um so weniger bemerk-
bar, je grofer ihr Abstand ist. Besonders soll darauf
hingewiesen werden, dal die Breite 2o = ]/&T/B'?(;

zu z¢ proportional ist. Die Breite b nimmt zwar auch
mit zg zu, aber schwéicher als linear, wie aus Tab. 3
hervorgeht. Weiterhin war oben gezeigt worden,
daB f fiur wetre =1 sein Maximum hat. Fir
weTe = 1 ist also die Abweichung vom nicht rotie-
renden Plasma am grofiten, also dann, wenn der
Hall-Strom noch keine sehr bedeutende Rolle spielt.
Fir we?7e?2 <€ 1 ist der Hall-Strom praktisch un-
wirksam; die Stromdichteverteilung im nicht ro-
tierenden Plasma unterscheidet sich dann nicht
von der im Fall B = 0. Die fir B = 10 G gefun-
denen Abweichungen zwischen j, und j{* sind des-
halb ausschlieBlich auf die Rotation des Plasmas
zuriickzufiihren.
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Tab. 4 zeigt das Verhiltnis der Achtelswertbreite
b der Stromdichte zu der fiir reibend rotierende
Plasmen charakteristischen Lénge a. Dieses Ver-
haltnis wichst offenbar ebenfalls monoton und

sultate fiir die hier gewéhlten charakteristischen
Parameter. Bisher wurde nur der Verlauf von j,(r)

schwicher als linear mit 8 an.

2,=25,55 cm

2,=255,5 cm

B bla p bla
10 G 5,55 1 1,4 10 8,3
160 G 0,475 8,15 7,1 81,5 25,0
1 KG 0,317 2,91 3,5 29,1 13,5
30 KG 0,029 1 1,4 10 7,5

Tab. 4. Verhiltnis b/a der Breite der Stromdichteverteilung
zur charakteristischen Lénge a.

Weiterhin ist etwas zur Rolle des Parameters y
zu sagen. Fir B = 10 G und B = 30 kG hat  den
gleichen Wert, aber fir B = 10G ist y = f, fir
B = 30 kG jedoch y = 100 8. Die in den Tab. 2,
3 und 4 aufgefiihrten Verhiltnisse unterscheiden
sich aber fir diese beiden Werte von B kaum. Die
Abb. 5a bis 6d und die Tab. 2 bis 4 liefern somit die
Aussage, dal B der fiir die Stromdichteverteilung
maBgebende Parameter ist. Diese Aussage 1a3t sich
allgemein aus GI. (18) herleiten. Das wird im zweiten

Teil der Arbeit durchgefithrt. Der erste Teil be-
schrankt sich auf eine weitere Diskussion der Re-
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Abb. 7. Stromdichte j; im rotierenden Plasma in den Ebe-

nen z = 0 (Mittelebene), z = + 0,529 und z = + 0,8 zq.

Elektrodenabstand 2z9 = 11,1 cm. B = 160 G. Plasma-
parameter und Gesamtstrom wie bisher.

in der Mittelebene z = 0 des Bogens gezeigt. Ein
Beispiel fiir die Zunahme der Stromdichte zu den
Elektroden hin gibt Abb. 7. Sie zeigt fir B = 160 G
(wete = 1, Einflul der Rotation am ausgeprigte-
sten) und zp = 5,55 cm die Stromdichte j,(r) in der
Ebene z = 0 (also noch einmal die gleiche Kurve
wie in Abb. 5b), sowie in den Ebenen z = 0,5 2,
und z = 0,8 29. Der Verlauf der Stromlinien fiir

, r [:m]‘

Anode, 5

Kathode

v

7

Abb. 8. Stromlinien und Aquipotentiallinien im rotierenden

Plasma far einen zwischen Punktelektroden brennenden

Bogen. Bogenstrom, Magnetfeld und Plasmaparameter wie

in Abb. 7. Die gestrichelte Kurve bezeichnet den Ort, an
dem Cvg/or = 0 ist.
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Abb. 9. Die Maximalwerte von v (r) als Funktion von z far

den in Abb. 8 dargestellten Bogen.
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B =160 G und zp = 5,55 cm ist in Abb. 8 darge-
stellt. In dieser Abb. sind ferner einige Aquipoten-
tiallinien eingezeichnet, sowie die Kurve, auf der
vg sein Maximum hat. Es sei noch einmal daran er-
innert, dal V, E; und v, wegen der Symmetrie-
eigenschaften fir z = 0 verschwinden und auf den
Elektroden ebenso wie E,, bzw. j, divergieren. Die
Maximalwerte von vg sind in Abb. 9 aufgetragen.

Weiterhin soll an Beispielen gezeigt werden, wie
weit die Radialkomponente E, des elektrischen
Feldes durch vy B in den bisher behandelten Féllen

Abb. 100
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kompensiert wird. Dazu wurden — E; und v¢ B als
Funktion von r in der Ebene z = 0,5 2o aufgetra-
gen. Die Abb. 10a bis 10d entsprechen den in den
Abb. 5a bis 5d zugrunde gelegten Parametern;
ebenso gehoren die Abb. 11a bis 11d zu den Abb.
6a bis 6d. Die Skala am rechten Rand dieser Abb.
gibt vg selbst an. Ferner wurde auch der Verlauf
von —E{©®, der radialen elektrischen Feldstirke
fir nicht rotierendes Plasma aufgetragen. Da

jr =0 Er+ c've B (3'r)
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Abb. 10a bis 10d. — E; und v, B im rotierenden und — E{” im nicht rotierenden Plasma in der Ebene z = 0, 5 2.
Punktelektroden im Abstand 2 zp = 11,1 cm. Bogenstrom, Magnetfelder und Plasmaparameter wie bisher. Die Skala am
rechten Rand gibt v, an.
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Abb. 11a bis 11d. — E; und v, B im rotierenden und — E{” im nicht rotierenden Plasma in der Ebene z = 0,5 z,.
Punktelektroden im Abstand 2 zp = 111 cm. Bogenstrom, Magnetfelder und Plasmaparameter wie bisher.

ist, gestatten die Abb. 10 und 11 auch einen direkten
Vergleich der Radialkomponenten der Stromdich-
te: Fir nicht rotierendes Plasma ist jr zu E, pro-
portional, fiir ein rotierendes Plasma proportional
zur Differenz von E; und v, B.

In den Abb. 10 und 11 féllt auf, daB | E; | nicht
iiberall groBer als | vy B | ist. Fir ein reibungs-
freies Plasma wiirde Er = — v, B gelten und man
hitte erwartet, dafl die innere Reibung dazu fiihrt,
daB | v | hinter |v; | zuriickbleibt. Ein solches
,normales Verhalten der Rotationsgeschwindig-
keit liegt nach den Abb. 10 und 11 auch durchweg
in der Achsenumgebung vor. Fiir grolere Radien

iibertrifft | v, B | jedoch meistens | Bx |, so daB
jr dort sein Vorzeichen umkehrt. Daf} dieses Ergeb-
nis durch eine Ungenauigkeit in der numeri-
schen Auswertung der Integration iiber k zustande
kommt, 148t sich ausschlieBen, dgnn es liBt sich
zeigen, daB der Integrand von 0V/0( fiir groBe k
langsamer als die Integranden von V, 0V /dp und w
mit k£ abnimmt. Die oben beschriebenen Kontrollen
fur die Konvergenz von 0V/dl ~ j, garantieren
deshalb auch fiir hinreichend genaue Berechnung
von E; und vg. Das ,,anomale* Verhalten der Ro-
tationsgeschwindigkeit, d.h. |wg| > | E¢/B| ist
somit ein echter Effekt, der sich auch physikalisch
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interpretieren lat: Die Rotationsgeschwindigkeit
an irgendeiner Stelle des Plasmas wird ja nicht nur
durch den ,,lokalen Bedarf an Kompensation* be-
stimmt, d.h. durch die Tendenz, den Zustand mit
jr = 0 anzustreben; sie ist vielmehr durch die
innere Reibung auch mit der Rotationsbewegung
der gesamten Umgebung gekoppelt. Deswegen kann
das Plasma durchaus stellenweise schneller rotieren,
als dem ,lokalen Bedarf entspricht. Man kann
benachbarte Bereiche des Plasmas mit zwei Elek-
tromotoren vergleichen, die gleichen Ohm’schen
Widerstand haben, von Generatoren verschiedener
Spannung angetrieben werden, und die mechanisch
— etwa durch einen Transmissionsriemen — mit-
einander gekoppelt sind. Die Drehzahl beider Mo-
toren wird dann nicht nur durch die jeweiligen
Spannungen, sondern auch durch die Stdarke der
Kopplung bestimmt, so dafl die Rotation eines
Motors eine EMK liefern kann, die die Generator-
spannung iibertrifft. Dieser Vergleich hinkt aller-
dings insofern, als die Trennung zwischen Generator
und Motor fir ein Plasma nicht zuléssig ist: Im
rotierenden Plasma kann nach den Abb. 10 und 11
nicht nur | vy B | > | Er | werden, sondern es kann
auch E, sein Vorzeichen wechseln und somit
,,anomal‘‘ werden.

Der hier diskutierte Effekt erklart naturlich auch
das bereits erwahnte ,,anomale‘ Verhalten von j,
fir groBe Radien, das in den Abb. 5 und 6 zu er-
kennen ist. Es gibt also offensichtlich in manchen
Fillen auBler den ,,normalen‘’ Stromlinien, die von
der Anode ausgehen und auf der Kathode enden,

/,

Kathode

> |

Abb. 12. Schematische Darstellung eines Lichtbogens mit

,,normalen’ und ,,anomalen‘“ Stromlinien. ,,Anomale‘

Stromlinien treten auf, wenn | v, | > | Ex/B | ist. Dieser

Effekt wird von der inneren Reibung des Plasmas hervor-

gerufen. Der hier gezeigte Stromlinienverlauf stimmt quali-

tativ mit Verhiltnissen iiberein, wie sie z.B. in den Abb.
6d und 11d gezeigt sind.

Anode
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auch noch ,,anomale‘‘ Stromlinien, die innerhalb
des Plasmas in sich geschlossen sind. Abb. 12 zeigt
schematisch, wie man sich ein solches Stromlinien-
bild anhand der hier diskutierten Ergebnisse vor-
zustellen hat. Die Berechnung solcher Stromlinien
ist prinzipiell natiirlich moéglich, aber sehr aufwen-
dig, da wegen der kleinen Betrige der anomalen
Stromdichten, Feldstirken und Geschwindigkeiten
eine sehr hohe Rechengenauigkeit erforderlich ist.

5. Zusammenfassung

Wird einem Lichtbogen ein &duBeres axiales
Magnetfeld iiberlagert, so beeinflult dieses ganz
entscheidend die radiale Verteilung der Stromdichte,
und zwar auf Grund zweier Effekte: Eine Radial-
komponente der Stromdichte fiihrt zu einer Rota-
tion des Plasmas mit der Geschwindigkeit v, und
einem azimutalen Hall-Strom j{™. Diese liefern
elektromotorische Krifte, die — in Ubereinstim-
mung mit der Lenz’schen Regel — der radialen
Stromdichte entgegenwirken. Das Zusammenspiel
beider Effekte wird einerseits durch die Geometrie
des Bogens bestimmt, andererseits durch den Hall-
Parameter wete, das Produkt aus Gyrofrequenz
und reziproker StoBfrequenz der Elektronen, sowie
durch die Viskositit des Plasmas, die praktisch mit
der des Ionengases identisch ist.

In einem reibungsfreien Plasma kann kein sta-
tiondrer Strom senkrecht zum duBeren Magnetfeld
flieBen; der Bogenstrom flieBt also parallel zu den
Feldlinien dieses Feldes, falls die Anordnung der
Elektroden das zuldBt. Das trifft z.B. fiir auf der
Achse gelegene Punktelektroden zu ; dieser Fall wird
im ersten Teil der Arbeit stets betrachtet. Fiir ein
reibendes Plasma héingt die Verbreiterung der
Stromdichteverteilung dann vom Elektrodenab-
stand und von einer charakteristischen Lénge a ab,
in die die Leitfahigkeit, der Hall-Parameter und die
Viskositit des Plasmas, bzw. Dichte, Temperatur
und magnetische Feldstirke eingehen. Fiir ein
Bogenmodell — homogenes Plasma in einfacher Geo-
metrie — lassen sich die die stationdre Stromver-
teilung bestimmenden Gleichungen — rot E = 0,
div j = 0, Bewegungsgleichung (Navier-Stokes-Gl.)
und verallgemeinertes Ohmsches Gesetz — exakt
16sen.

Die Losungen werden mit denen fiir ein nicht ro-
tierendes Plasma verglichen, in dem das Magnetfeld
ebenso wie in einem festen Metall nur iiber den
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Hall-Effekt auf die Elektronen einwirkt. Der Ver-
gleich zeigt, dafl der Bogenstrom im rotierenden
Plasma stets wesentlich starker auf die Achsen-
umgebung konzentriert ist als im nicht rotierenden
Plasma. Physikalisch bedeutet das, daf} der Strom-
flu in einem Lichtbogen mit duBlerem Magnetfeld
nicht nur durch das Verhalten der Elektronen,
sondern ganz wesentlich auch durch das Verhalten
der Ionen bestimmt wird. Als MaB fiir die Bedeu-
tung der Rotationsbewegung laft sich ein Para-
meter § angeben, der vom Elektrodenabstand, von
der magnetischen Feldstdrke und von den Plasma-
eigenschaften abhéngt.

Die vorgelegten Resultate zeigen ferner, daf} die
Radialkomponente der elektrischen Feldstéirke
durch vg B iiberkompensiert werden kann. Das hat
dann zur Folge, dal im Plasma aufler dem Bogen-
strom ein ,,sekunddrer Strom mit in sich ge-
schlossenen Stromlinien hervorgerufen wird.

RADIALE AUSDEHNUNG DES LICHTBOGENSTROMES. 1.

Im zweiten Teil der Arbeit wird gezeigt werden,
daB der Parameter f nicht nur fiir die bisher dis-
kutierten Beispiele, sondern ganz allgemein die fur
die Stromdichteverteilung mafBigebende GroBe ist.
Das gilt auch fiir nicht punktféormige Elektroden,
fir die dann ebenfalls Resultate vorgelegt werden.
Weiterhin werden Betrachtungen dariiber ange-
stellt, inwieweit sich die mit Hilfe des Bogenmodells
gewonnenen Resultate auf reale Lichtbogen an-
wenden lassen. Unter Beachtung der dabei gewon-
nenen Kriterien wird darauf ein Vergleich mit ex-
perimentellen Ergebnissen vorgenommen.

Herrn Dr. H. WuLFF danke ich fir zahlreiche kldarende
Diskussionen, Herrn H. GoreNFLoO fiir die Programmierung
und sorgfiltige Durchfitlhrung der numerischen Rechnun-
gen. Diese Arbeit wurde im Rahmen des Vertrages zwischen
dem Institut far Plasmaphysik und der Europiischen
Atomgemeinschaft iiber die Zusammenarbeit auf dem Ge-
biet der Plasmaphysik durchgefiihrt.



